OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES

CESAREO RAIMUNDEZ

1. REGION VIABLE

Regidn viable conexa es el conjunto de puntos que obedecen a todas las restric-
ciones simultdneamente. La regién viable en los problemas regulares se describe
generalmente en la forma:
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FicurA 1. Conjunto viable definido por
Qz) ={2f+23 -8 <0, (21 —1)* +4(z2 + 1) -8 <0}

2. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD

Los problemas con restricciones de desigualdad pueden transformarse facilmente
en problemas equivalentes con apenas restricciones de igualdad, pudiendo en este
caso enfocar el problema de optimizacién, con el criterio de los multiplicadores de
Lagrange. Sea el problema

x € R7
min f(z), =14 gi(x) < 0
zeQ i = 1,---,m
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Aqui las restricciones de desigualdad del tipo g;(x) < 0 se transformardn en restric-
ciones de igualdad incorporando una variable auxiliar &; de modo que g;(z)+£2 = 0.
En estas condiciones, formemos la Lagrangiana

m

L(x,& M) = f(@) + Y Nilgi(z) + &)

=1

cuyas condiciones de punto estacionario son
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a—g(x,f,k) = 20§ =0
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a—M(x,f,)\) = gj(x)+& =0

efectuando la expansién en series de Taylor en un entorno del punto (xk, PURTLS!
tendremos:
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o en forma més compacta
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donde g(x,&) = {g:(x) + & }. Calculando los puntos estacionarios de esta aproxi-
macién cuadratica de la Lagrangiana, llegamos a:

3

. V2f4+ATV2g 0 Vg x —
(VF+ATVg 2XT¢ g(x,€) ), + 0 2\ 2 E—¢F =0
i 2 0 A=Ak

k

finalmente obteniéndose el proceso iterativo

A A \Wa 260

2.1. Ejemplo. Sea el problema

zéx}lerlRf( z) =2 —dz, Q= {gi(z) = (x—4)? <1, go(z) =2 < 6}

(A =A")

— )

x x V2f+ATV2g 0 Vg !
¢ = ¢ - 0 2\ 26 (Vf+ATVg 2XT¢ g(a,6) ),
k+1 k k
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Inicialmente transformamos la restriccion de desigualdad en una restriccién de
igualdad aumentando la dimensién del espacio de bisqueda. Introduciendo la vari-
able auxiliar y tendremos el problema equivalente:

(a;,&l)rél;glC]RQ f(lL') = LL‘274£L', Q= {gl(zag) = (l‘ - 4)2 + 5% —-1= 07 92(3375) =T +§§ —6= 0}

La Lagrangiana del problema es:
L(z,&,)) = 2® —dz+ M ((z —4)* + & — 1) + da(z + & — 6)
Calculando los puntos estacionarios de L obtenemos:

2r+ 20 (z—4)—4+ X =
20181 + 2008 =

(r -4+ -1 =

r+ -6 =

o O OO

de donde sacamos las soluciones

(x7gla€27)\17)\2)1 (5,071,—3,0)
(261,80, M, \2)2 = (3,0,1.73205,1,0)

el primero representando un maximo y el segundo representando un minimo. Debe
observarse que los valores de {\;, &}, ¢ = {1, 2} caracterizan cuales las restricciones
que son activas: Asf {£; = 0, Ay = 1}; indican que la restriccién g7 estd actuando
y {& = 1, Ay = 0}1 indican que la restriccién go no actia en la definicién del
minimo/méximo. El procedimiento iterativo nos lleva a considerar

VL = ( 2)\1(1‘ — 4) +2r—4+ )\2 2)\151 2)\252 gl(l', 51) gg(l‘, 52) )
20 +1) 0 0 2x—-8 1
0 2\1 0 2&1 0
V2L 0 02X\ 0 265
2 — 8 26 0 0 0
1 0 2& 0 0
y en consecuencia
T T
& & ) .
&2 =| & | —(V’L), (VL)
A1 A1
A2 k+1 A2 k

3. CONDICIONES DE KUHN-TUCKER

Las condiciones de Kuhn-Tucker son condiciones necesarias para caracterizar un
punto estacionario en un problema con restricciones, como punto de minimo local.
Se enuncian como sigue: Dado un punto estacionario x* para que sea un minimo
local es necesario que se verifique

Aigi(T*)
gi(z*)
i

VAN I
co oo
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4. CONDICIONES DE KARUSH-KUHN-TUCKER

Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) son necesarias para que un pun-
to sea 6ptimo local. Es una generalization del método de los multiplicadores de
Lagrange, incorporando las restricciones de desigualdad. Sea el problema de opti-
mizacion.

mgl f(z) con condiciones g;(z) <O0Ah;j(x)=0,{i=1,...,m;5j=1,...,1}

zER™
4.1. Condiciones necesarias. Supongamos que {f,g;,h;} : R” — R tengan
derivada continua en el punto z* € S C R™. Si 2* es un minimo local entonces

existen constantes A > 0,; > 0y vy parat=1,...,my j=1,...,] tales que:
l
A+ vl >0
* * l *
AV f(z*)+ 30 1iVgi(z )+ 2521 v Vhi(z*) = 0
Vi, pigi(z*) = 0

4.2. Condiciones suficientes. En algunos casos estas condiciones son también
suficientes. Supongamos que {f, g;} : R"® — R tengan derivada continua en el punto
z* € S C R" y sean convexas. Sean {h;} : R™ — R funciones afines. Si existen
constantes u; > 0y v; tales que:

V(@) + 300 miVgi(z*) + Zé‘:l v;Vhj(z*)
Vi, pigi(r*) = 0

\
o

entonces x* es un punto de minimo global.

4.3. Ejemplo. Sea el problema (no convexo)
min f(x) 10 — (422 + 42129 + 203 + 321)
g1(x) = 22 + 22 82
go(x) = (1 — 1)® + 4(xg + 1)? 82
por la figura se nota que posibles puntos candidatos son:

p1 — 2.78139  pe — 1.89614  x7 — 7.93836 x9 — 0991178 f — —299.324
p1 — 547395 pe — —2.61859 z — 7.1716 x9 — —3.54516 f — —140.681

INIA I

11— 0 s — 0.121554 21 — —1.83158 x5 — 2.74106  f — 7.1311
1 — 0 o — 0.347387 21 — 2.20693 5 — —4.95422 f — —21.457
f1 — 0 [is —> 3.84252 21 — —6.66435 x5 — —2.14649 f — —214.096

conforme se puede observar en la tabla, el punto 2* = (7.93836,0.991178) es el
unico que obedece las condiciones de KKT ya que para este punto vale V f(z*) =
—p1Vgi(x*) — uaVga(z*) con pg = 2.78139 > 0, pe = 1.89614 > 0 y también que
pg1(z*) + p2ga(z*) =0

5. TECNICAS DE TRANSFORMACION

Si las restricciones g;(X) son funciones explicitas de las variables de decisién y
son sencillas puede que sea posible efectuar una transformacién en las variables
independientes de forma que las restricciones sean automaticamente satisfechas,
transformando asi un problema con restricciones de desigualdad en uno sin restric-
ciones. Asi por ejemplo,
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F1GURA 2. ilustracién del problema

FicurA 3. detalle del problema

= Las restricciones del tipo
li <@ <wy
pueden transformarse en las relaciones equivalentes
.2
@i =i+ (u; — 1;) sin” y;
donde y; es la nueva variable independiente
= Las restricciones del tipo
pueden transformarse en
2 .
Ti=Y;, Ti= eyla
Ejemplo: Determinar las dimensiones de un prisma rectangular con el volumen mas
grande cuando la suma de largura altura y anchura esté restringida a un maximo
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de 60 unidades y la largura no puede ultrapasar las 36 unidades. Este problema
puede formularse como:

mMax T1T2x3
XeQ(X)

donde
QX) = (w1 + 22+ 23 <60) [ (0< a1 <36) () (0<22) () (0< x3)

introduciendo las nuevas variables y; = 1, y2 = T2, y3 = x1 + T2+ x3 el problema
se puede transformarse haciendo

y1 = 36 sin® 21
y2 = 60 sin® 29
y3s = 60 sin? 23

y el problema transformado, queda ahora
V = 12923 = y1y2(y3—y1—y2) = 2160sin® 2 sin? 2o (60 sin? z3—36 sin” z; —60 sin? z3)

y las condiciones necesarias de minimo son

oV

9 259200 sin 27 cos 27 sin? 22(51n2 23 — g sinj — sin3) = 0
z

0

9 518400 sin? z; sin 25 cos 22(% sing 713—0 sin? z; — sin? z2) = 0
29

ov 9.

—— = 259200sin” 21 sin; sin z3 cos z3 = 0

823

de donde se saca coszg = 0, sin?z; = %, sin? zo = % que resultan en los valores
$1:I2:$3=20.

6. PROGRAMACION LINEAL

Hay un capitulo muy importante en la optimizacién que trata de los problemas
lineales en la funcién objetivo y lineales también en las restricciones. El paradigma
tipico de programacion lineal puede enunciarse como:

n
mingeq f(r) = c1e1 + o2 + -+ cpay = E G
=1

gi(x) = anw+apre+-tamr, < b
Q g2(x) = a91®1 + agame + -+ - + agpy < by
gm(z) = amizi+amaze+ -+ amnzn, < by

modelos con esta estructura se encuentran en diversas areas del conocimiento (in-
genieria, economia, biologia, etc). En este tipo de problemas la solucién siempre se
encuentra en la frontera ya que el gradiente de la funcién objetivo es constante.

Vi@)=(ca ¢ - )
Cuando Q # (0 la solucién se localiza necesariamente sobre la frontera de Q. En los

casos més sencillos (no degenerados) se sitia en uno de los vértices del la superficie
poliédrica inmersa en R™. Estos vértices son los puntos viables (estdn contenidos

en) los |
()=
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Ejemplo Un fabricante de disfraces posee estoques de 32m de dril, 22m de seda
y 30m de satén y pretende producir dos modelos de disfraz. El primer modelo (M)
consume 4m de dril, 2m de seda y 2m de satén. El segundo modelo (Ms) consume
2m de dril, 4m de seda y 6m de satén. Si M; se vende a 60 euros y Mo a 100 euros,
cuantas piezas de cada tipo deben producirse para obtener la receta maxima 7
La solucién pasa por la elaboracién del modelo que se presenta como:

m;f;ix f(z) = 60x; + 100z
sujeto a:
dr1 + 220 < 32
21 +4x0 < 22
2z1 + 622 < 30
T 2 0
xTo 2 0

Este modelo, para ser exacto, deberia considerar valores enteros para las variables
de decisién, lo que requeriria un procedimiento diferente al que adoptaremos. Re-
lajaremos esta hipétesis admitiendo valores fraccionarios para las variables.

FI1GURA 4. ilustracién del problema

La solucién se observa en el punto 7 = 7, x5 = 2. En este punto se verifican las
condiciones de optimalidad de KKT, pues

Vf + )\1Vg1 + )\QVQQ =0
osea (=60 —100 )+M (4 2)4+Xx(2 4) =0
A1g1(7*) + A2ga2(z*) = 0
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de donde se saca A\ = 3.333, Ao = 23.333
Es digno de nota que si

f(z) = k(221 + 4a2) para k >0

el maximo de la funcién se alcanzaria sobre un segmento de recta. Las soluciones
de esta indole, se llaman soluciones degeneradas.

6.1. Solucién con la OPTIMIZATION toolbox de MATLAB. La funcién
de MATLAB que resuelve el problema de programacién lineal es

x = linprog(c,A,b)

que corresponden al modelo

min cx con las restricciones Az < b
x

las matrices son:

c = -[60 100];
A=1[42;24; 26; -10; 0-1];
b = [32 22 30 0 0]’;

y la solucion

[x,valor,flag] = linprog(c,A,b)

x = [7.000 2.000]’, valor = -620.0000, flag = 1

6.2. Método de Karmarkar. En 1984 Karmarkar propuso un nuevo método
de resolucion de problemas de programacion lineal de grandes dimensiones que
se mostré muy eficaz. El método es de punto interior ya que selecciona nuevas
direcciones de busqueda estrictamente en puntos interiores a la regién viable. Este
hecho contrasta con el método Simplex tradicional que evoluciona a lo largo de las
aristas entre vértices de la frontera de la regién viable. Para problemas de grande
dimensién (150000 variables y 12000 restricciones) el método de Karmarkar es asta
50 veces mds répido que el método simplex en obtener la solucién. [1]

7. TECNICAS DE BARRERA

Las técnicas de barrera o de penalidad transforman el problema de optimizacién
original en una formulacién alternativa de forma que la solucién al problema con
restricciones se obtiene a través de la solucién de una secuencia convergente de
problemas de minimo sin restricciones. Asi consideremos el problema béasico como

min F(X) con X € Q(X) =[] gi(X) <0
=1
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Este problema se transforma en un problema equivalente sin restricciones con-
struyendo una funcién del tipo

(X, %) = f(X) +TkZGj(9j(X))

donde G, (+) es una funcién conocida como funcién de penalidad para la restriccién
g;i(-) vy 7% > 0 es conocido como pardmetro de penalidad.

Los métodos de barrera para tratar de restricciones de desigualdad se dividen en
dos categorias:

» Métodos interiores 1

Gi(g;) =——
(o) =~
= Métodos exteriores
Gj(g;) = log(—g;)
o también
. [ 2
Gj(g;) = max(0,g;), G;(g;) = (médx(0, g;))
A guisa de ejemplo, mostramos la realizacién con penalidades del problema
min 2? tal que (z > 1) ﬂ(m < 4)

La barrera interna se realiza con

¢k($ﬂ“k)=$2—i( ! + ! )

re \1—xz x—4

resultando en las graficas que se pueden observar en la figura 5

251

20t

10}

F1curA 5. Evolucién de ¢y interior

Andlogamente la barrera externa se realiza con
or(z, 1) = 2 4+ rp ((méx(1 — z))? + (méx(z — 4))?)

resultando en las graficas que se pueden observar en la figura 6

El método de la barrera externa tiene la ventaja de poder empezar el proceso de
btisqueda desde un punto no perteneciente a la regién viable.
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FiGURA 6. Evolucién de ¢ exterior

8. PROGRAMACION LINEAL SECUENCIAL

Dado el problema general
, _Jogix) <0
xerglcn]R" f(I), €= { h]' (QL') =0

en que las funciones f,g;, h; son suficientemente regulares, se puede plantear el
problema lineal aproximado en cada punto, y progresar a través de estas aproxi-
maciones, al punto 6ptimo. Para esto, en el punto actual zj se linealiza el modelo
como sigue:

, i(x Vgi(rrp)(x —x < 0
L0t F@x) + Y (z) (@ - ), Q:{ ;‘i’jﬁxiﬁvij((zf)((zfzi)) Z }

8.1. Ejercicio. Resolver el modelo

31831

0.3183 1< 0
12

1—0.01302262322 > 0
min 24.6615x124, Q = 1-02z; < 0
2 EQCR? 0.0lz1—1 < 0
1— 21’2 S 0
022, —1 < 0

La etapa de linealizacion en el punto x queda:
min_fy(r) = 24.6615(z5xy + 2125 — 2hak)

rEQCR2
—0.31831(z¥wg + z125) + 0.95493z 25 — (%)% (b

)2

1+ (2%)3(0.0390678x5 — 0.013022622) — 0.0390678x (z¥)2xh

1-— 0.2I1

0.01z; —1
1-— 21‘2
O.2$2 -1

que aun puede arreglarse en una forma mas conveniente

min cgx con las restricciones Arx + by <0
xT

INIAININ IV IA

SO OO oo



donde

Ck

9. INTRODUCCION A LA PROGRAMACION CUADRATICA

El problema tipico de programacién cuadratica puede presentarse como:

zEQ

1
min f(z) = 'z + §xTQx, Q

24.6615(a%, z%)7

0.31631
(z1)x5
—0.0390678(2%) 2k
—0.2
0.01
0
0

0.95493
xhak
—1—0.390678(z})3zk
1
—1
1
~1

OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES

0.31631

~ af(2h)?
—0.0130226(x%)3

0
0
-2
0.2

Axr < b
z > 0

Formando la Lagrangiana para el problema tendremos

L(z,\) =Tz + %:cTQ:c + \(Az —b)

Las condiciones de KKT para el punto de minimo son:

'+ 2TQ+XTA > 0
Az —-b < 0
MN(Az—b) = 0

x > 0

A >0

11

Este problema puede ser propuesto como un modelo de programacion lineal, incor-
porando las variables artificiales y, v como sigue:

min f(x) =y+v, Q=

zeQ

Las dos tltimas relaciones se utilizan en el algoritmo Simplex de la programacién

Qr+ ATX —y+cT
Ax +wv
T

A

Y
v

M
AV

I
coococo o

IV IVIV IV

0

lineal para escoger las bases de inicio de busqueda en el procedimiento. Lo que
se pretende aqui es mostrar que el problema de programacién cuadratica puede
transformarse y resolverse a través de un algoritmo de programacién lineal utilizado
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en la realizacion de las condiciones de optimalidad de KKT. El modelo tipico de
Programacién Cuadrética se resuelve utilizando la funcién

quadprog
dentro del Optimization Toolbox de Matlab

10. PROGRAMACION CUADRATICA SECUENCIAL

Cualquier problema del tipo
. gi(z) < 0
Q =
;CE%HCHR" f(I), { h]' (1’) = 0
lo suficientemente regular, puede aproximarse por una expansion de series de Taylor

en una vecindad del punto actual z;, y un problema de programacién cuadratica
equivalente

min fia(e) = fo) Vi - o) + 5 - o) Byl - o)
0 - { gi(zk) + VgF(z —ar) < 0}
- hj(xy) + VhE(z —z) = 0

11. TooLBOX DE OPTIMIZACION DE MATLAB

Matlab nos ofrece un toolbox con métodos para determinacién de minimos de
funciones con o sin restricciones. Estos métodos pueden ser apoyados en mayor o
menor grado por la informacién sobre la regularidad de las funciones empleadas
para describir el modelo. Asi, se puede aumentar la eficacia de un método, incor-
porando las informaciones de las derivadas (gradiente y hessiana). El ejemplo 4.3
puede resolverse utilizando la funcién fmincon. Esta funciéon puede utilizar mas
o menos informacién en la obtencién del resultado final. Las restricciones pueden
darse agrupadas en las clases:

= Restricciones lineales (afines) de desigualdad: dadas en la forma Az < b;.

= Restricciones lineales (afines) de igualdad: dadas en la forma Az = bs.

= Restricciones nolineales de desigualdad: dadas en la forma {¢;(x) < 0}.

» Restricciones nolineales de igualdad: dadas en la forma {e;(x) = 0}.

= Limites inferiores y superiores para las variables de decision: dadas en la

forma I, < x < up.

La calidad del procedimiento puede aumentarse dandose la informacién de los gra-
dientes de la funcién objetivo y de las restricciones nolineales. En el caso del ejemplo
que sigue, tenemos que: Ay =0, by =0, Ao =0,bo=0, I, =0, up, = (. La inten-
cién de utilizar la informacion de los gradientes, debe informarse en la declaracién
de options.

A
% Punto de partida
A
X0 = 10*(rand(1,2)-0.5*ones(1,2));

options = optimset(’LargeScale’,’off’);

options = optimset(options,’GradObj’,’on’,’GradConstr’,’on’);

% No hay restricciones del tipo A x <= b
% No hay restricciones del tipo Ae x = be
% No hay restricciones del tipo limite superior x <= ub
% No hay restricciones del tipo limite inferion 1lb <= x

1;
1;
1;

[
o
o n
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b = [1;
Ae = [1;
be = [1;

[X,fval] = fmincon(Qobjfungrad,X0,A,b,Ae,be,lb,ub,@confungrad,options)
P2
% Verifica el valor de las restricciones en el punto solucién
)3
[c,ceq] = confungrad(X)

function [f, Df] = objfungrad(X)

x1 = X(1); x2 = X(2);

f = 10-(4*x172+4*x1*x2+2%x2"2+3*x1) ;
Df = [-8*%x1 - 4xx2 - 3, -4*x1 - 4xx2]°;

function [c,ceq,Dc,Dceq] = confungrad(X)
x1 = X(1); x2 = X(2);
gl = x172+x272-64;

g2 = (x1-1)"2+4x(x2+1)"2-64;
Dgl = [2*x1, 2*x2]’;

Dg2 = [2*x1 - 2, 8*x2 + 8]7;
c = [g1, g2]1;

Dc = [Dg1, Dg2];

ceq = [1;

Dceq = [J;
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