OPTIMIZACION EN R>
CALCULO DE VARIACIONES

CESAREO RAIMUNDEZ

1. INTRODUCCION AL CALCULO DE VARIACIONES

Es bien conocido el echo enunciado por Arquimedes de que la distancia més corta
entre dos puntos en el plano, se obtiene a través de la recta que los une. Intente-
mos demostrar esta asercién a partir de consideraciones cualitativas fundamentales.
Consideremos la longitud de varios caminos descritos por funciones derivables y(x)
que unen los puntos A, B fijos en el plano. En estas condiciones [ asume la forma

F1GURA 1. Variaciones

l—/ v dz? + dy? —/ Ul—i— dy da:—/ V14 y?(x)dx

Conforme se puede observar [ = [(y(z)) o sea, | es funcién de una funcién genérica
y(z). Las funciones de funciones se llaman Sfuncionales.

El paso siguiente serd el de minimizar [ en relacion a pequenas variaciones en
la funcién y(z) asumida como solucién, sometida a las restricciones establecidas en
los puntos A y B. Deseamos pues que

0l=10

para esto, calculamos el funcional con y(z) — y(x) + dy(x) donde dy(x) es una

variacién que cumple las condiciones dy(a) = dy(b) = 0. La funcién y(x) para la

cual se cumple §] = 0 para pequenias variaciones dy(z) es la solucién del problema

de extremos. En el caso de la minima distancia el problema serda de minimo.
Consideremos ahora el funcional con la forma

b
I:/ F(y,y', x)dx

donde los puntos de la solucién son fijos (y(a) = ya, y(b) = yp). Efectuando el
desarrollo de la variacién como consecuencia de considerar y(z) — y(z) + dy(z)

tendremos
oF 15)
I = — —
) /a ( 3y oy + 3 /6y)

1
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donde dy’ = d(dy)/dx. Considerando nula la variacién de lo que seria supuestamente
un punto extremo, tendremos:

oF oF
/a(a—5 +F5 )da:—O

OF ., d (OF d (OF
3 = (a70) = i (57)

que substituyendo en el integrando resulta en

b b
OF d [OF 0
J. 155 = () e (550, -

pero dy(a) = dy(b) = 0 entonces resulta

bTor d [OF
/a[a_y_<ay>]5ydx0

que debe ser verdadera para cualquier dy lo que implica en

oF _d (OF\ _
oy dx \oy' )

Esta condicién es conocida como ecuacién de Euler-Lagrange.

pero

1.1. Casos especiales. Supongamos inicialmente que F' no depende explicita-

oF
mente de y. En este caso tendremos que — = 0 de donde se concluye que

dy
i <Z_§;> =0= 2—5 = (' = constante

Supongamos ahora que F' no depende explicitamente de . Multiplicando la ecuacion
de Euler-Lagrange por y’ obtendremos

/i 8_F 8F =0
4 x \ 0y’ ay
d aF 4 d OF ,OF
dz \Y oy ay oy’
i ! a_F . / a_F 1 a_F
Yoy ) = Vay TV oy

pero sabemos que

asi se obtiene

oF
Ahora si — = 0 entonces
ox

dF _ OF | ,0F
da:iyay yé)y’

por donde se concluye que en estas condiciones
d JOF N  dF
dz \Y oy’ ) dx

— — I' = C = constante

lo que conlleva a
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Volviendo ahora al problema inicial de determinar el camino més corto entre dos
puntos en el plano, se tiene que F = /1 + 32 que conforme se puede observar no
depende explicitamente de y lo que conlleva a

oF y'

— = =
oy \J1+y?

de donde se concluye que

, c
Y = ————= = constante

ire

que es la ecuacién de una recta.

1.2. Ejercicio. Problema de la Braquistécrona. En 1696 Johann Bernoulli pro-
puso el problema: Dados dos puntos A y B en un plano vertical, cual es la trayectoria
que debe seguir un punto material bajo la influencia de la gravedad para llegar de
A a B en un tiempo minimo?

1.3. Solucién. El movimiento de una particula de masa m deslizando sin roza-
miento obedece a la ecuacién de energia

1
amUQ =ymg = u = +/2yg

el elemento de arco del camino seguido por la particula es
ds = \/da? + dy? = \/1 + y2dx

El incremento de tiempo serd

&t ds 1 /1+y?da

v72g \/37

y el tiempo consumido sera

ro L [PV
29 VY

Observando el funcional se nota que F' = F(y,y’) o sea que F' no depende explicita-
mente de x entonces vale

F
y’a— — F = C = constante
oy’
S0 (VTP VI
Ay’ VY v

resolviendo esta ecuacién para ' obtendremos

/ 1_02y
Y =1/ 2
Y

para resolver la ecuacién diferencial resultante se efectiia la substitucion C?y =

O sea

sin? @ y también dy = o2 sin @ cos 0dO llegamos a:

d 2 do
% = Esin@cosHE = cot f
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resultando en la ecuacién diferencial con variables separadas

2
%daz = sin® 0db

cuya solucion es
2

%:L’ = 3(29 —sin(20)) + Cy

pero
_ in2 0 —
Y= gz sin 0= 2—02(1 — cos(26))
y finalmente
1 .
r = F(2(9 —sin(26)) + zo
y = 2—02(1 — cos(20))
haciendo uy = 1/(2C?), v = 20 tendremos
x = wug(v—sinv)+ xo
y = wup(l—cosv)

que es la ecuacién paramétrica de una cicloide.

Ficura 2. Cicloide para ug =1, g =0

1.4. Ejemplo. Determinemos la trayectoria de una particula que debe salir del
origen de coordinadas hasta alcanzar la linea vertical que pasa por la abscisa x = b
en tiempo minimo. En este caso el punto inicial = a = 0, y = 0 es fijo pero el
punto final en & = b tiene la ordenada libre. Para tratar esta situacion deberemos
considerar de nuevo la ecuacién de variacién

broF 4 [OF oF _1°
/ [a—y‘% (a—yfﬂéy"“ [a—yféy];o

siendo que ahora dy(a) = 0 pero dy(b) es libre. En este caso surge la condicién
adicional incorporando la restriccion en el punto x = b obteniéndose

O sea

=0=19'(b)=0

Vy(b)y/1+y2(b)
lo que indica que la trayectoria llega al punto de ordenada z = b en la direccién
horizontal por tanto

d
y' = d—(vo(l —cosu)) =vpsinu=0=u=m
u

y entonces
2b

b=x(m) =vo(m —sinm) + xg = vom = vy = % = y(m) =vo(l —cosm) = —
T
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2.  Principio DE MiINIMA AcciON DE HAMILTON

Consideremos un sistema de particulas con restricciones geométricas entre si y
sometidas a fuerzas dependientes apenas del punto en que se encuentra cada particu-
la y de caracter conservativo o sea, que las fuerzas puedan describirse como el gra-
diente de una funcién de energia potencial V(q) del sistema. Sean los grados de
libertad del sistema indicados por

q=(q1. 42, )
La energia cinética del sistema vendra dada por

1. .
K= §QTM(Q)Q

la lagrangiana del sistema serd entonces
El principio fundamental de Hamilton entonces se enuncia: El movimiento del un
sistema con la lagrangiana L es tal que sus 6rbitas hacen minima la integral

to
I:/ Ldt
ty

y las ecuaciones del movimiento se obtienen de la condicién de punto estacionario
(ecuaciones de Euler-Lagrange) en la integral de la minima accién o sea

d oLy oL _
dt \ 9q dqg
Si se aplican fuerzas externas, las ecuaciones de Euler-Lagrange asumen la forma:
d (0L oL
—(=)-==1
dt \ 9q dq

donde f; es la fuerza generalizada asociada a la variable de configuracién ¢. Para
la Lagrangiana considerada tendremos las ecuaciones del movimiento:

1..dM oM ov
Mi Lo @i, -T_-__:
q+2q dtq+q dq dq fa
m
0
L,
F
NV
O10
x

F1Gura 3. Péndulo invertido
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2.1. Ejemplo - Péndulo Invertido. Para el péndulo conforme figura tenemos:

: 1o ™m0 v
L(x,@,x,@)i[UM} < 0 M)[UM:|mgLOCOSG
donde v,, indica la velocidad de la masa m y wys la relativa a la masa M. Las
expresiones para v, y vy siguen
UM = (i'a O)T
Vm = vn — Lof(cosf,sinf)T
que pueden arreglarse de la forma

T
RN O M+m  —mL,cos0 x
L(z,0,%,0) = 5 [ J ] ( mL, cos mL? ) [ J } —mgL,cost

y las ecuaciones del movimiento son
(M +m)i —mL,cos00 +mL,sin0f> = F
—mUL,cos0i +mL20 —mgL,sinf = 0
que aun pueden colocarse en la forma
2F + mgsin(20) — 2mL, sin 062
2M + m(1 — cos(20)) _
2F cos§ + 2(M +m)gsin — mL, sin(20)6?
2M + m(1 — cos(20))

3.  VARIACION CON RESTRICCIONES - MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Sea el caso de determinar el movimiento de un sistema dinamico con Lagrangiana
dada por

L(g,d) = 54" M(a)i ~ V(q)

restringido a evolucionar sobre una superficie S(g) = 0. En este caso la accién a
minimizar queda

I:A(M%®+Aﬂwmt

Las ecuaciones de variacion originan la ecuacion de Euler Lagrange

d(oy oL o5 _
dt \ 9q dq aqg 1
S(@ = 0

oS
El sentido de )\a— es el de la fuerza necesaria para mantener la érbita sobre la
q
superficie.
3.1. Ejemplo. Sea el punto material de masa m sometido a la fuerza gravitatoria
1
con movimiento deslizando sin rozamiento, sobre la superficie S = B (z* +y*) —z=0.

La Lagrangiana extendida queda

(z* +9%) — 2)

N =

1
L(%Z/ﬂ@a@v@ = §m(I2 + :()2 + 22) —mgz + )‘(
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange

mi— x = 0
myj—Ady = 0
mi+ A = mg
1
5(502 +y?) = =

resolviendo para (&, J, Z, ) queda

2 2
io= a2 Y
1+ 22+ y?
i g—i'2—y2
v = y\ T a2
1422 +y

Lo 9@y — @ -y
1+ 22 432
-2 : 2
A o= m(iE Y
1+ 22 +y?

obtenemos las érbitas de un oscilador y también

=2 "2
g—xr -y
fS:m<1+$2+y2)(x7y’ _1)T

la fuerza necesaria para mantener la particula sobre la superficie S.

Ficura 4. Orbitas del punto material

Anadiéndose rozamiento viscoso tendremos
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FIGURA 5. Orbitas del punto material con rozamiento

4. INTRODUCCION AL CONTROL OPTIMO

La teorfa del Control Optimo guarda un parentesco muy fuerte con el Céalculo de
Variaciones. De hecho se puede considerar como una prolongacién de éste ultimo al
estudio de los sistemas dinamicos con indice de desempeno. La formulacion tipica
de un problema de control éptimo podria ser asi:

minl = [ L (t), u(t), t)dt
. z(t) = f(z(t),u(t),t)
wiewoa {30 = [0

A través de esta formulacién se busca u(t) que dentro de la dindmica impuesta,
produzca el valor minimo de un determinado desempeno cuya medida viene dada
por I. La equivalencia del lado del Calculo de Variaciones es evidente ya que un
problema tipico de éste ultimo, puede puede formularse como problema de Control
Optimo 0 sea

" minl = [}7 L(x(t),u(t), t)dt
ml’nI:/ L(z,&,t)dt = ) i) = u(t)
z t; sujeto a
{x(tl) =

La reciproca de modo general no vale salvo en algunos casos particulares. La condi-
cién necesaria para la equivalencia en direccién contraria es que se pueda obtener

ult) = fH(x(t), &(2), 1)

lo que no siempre es posible. Asi, la familia de problemas de Control Optimo es
més numerosa que la familia de problemas de Célculo de Variaciones.

4.1. Nota Importante. Los problemas de CO, de modo general, poseen condi-
ciones iniciales fijas (x(t;) = x;) pero condiciones finales (sobre z(ts)) libres.
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4.2. Principio del Maximum de Pontriaguin. La forma de tratar los pro-
blemas con restricciones en el CV nos sugiere un procedimiento equivalente para
el caso del CO con la adopcién de los multiplicadores de Lagrange. Siendo la res-
triccién ahora dindmica, adoptaremos una funcién multiplicativa A(¢) formando en
seguida el Hamiltoniano H.

H(a(t),u(t), A1), 1) = L(z(t), u(t),t) + AT (8) f(x(t), u(t), 1)

El hamiltoniano surge de la propuesta lagrangiana resultando de:

ty tr .
/ (L u,t) + N7 (f(u ) — ) dt = / (£, )+ AT flar 1) + A ) di=(tgJa(t) + A (h)

ti t;
o de forma méas compacta

ty .
[= / (w0 0) + X72) dt = AT (1 p)a(ty) + X (1) (1)
t;
efectuando la variacién de I tendremos
b ((0H OH OH

1= — T — — — : ) =

) /t7 {(8:c +A ) ox + 7 ou + B\ 5)\} dt — XNty)ox(ty) + M(t;)dx(t;) =0

de donde sacamos las condiciones de punto estacionario

OH
A
OH .
= = \T
ox

oH_ .
o 7

estas condiciones necesarias son conocidas como Principio del Maximum de Pon-
triaguin. Si la actuacién u sufre restricciones la formulacion deberd cambiarse para
la méas general

min = H(x,u,\t)
uelU
OH .
_= = \T
ox
oH .
o

4.3. Algoritmo. El procedimiento para resolver un problema de CO es el si-
guiente:
1. Minimizar el Hamiltoniano con respecto a u obteniendo la expresién de u
en funcién de x, \.

mi[rjl = H(xz,u,\t) = u*(z,\ 1)
ue

2. Substituir u por su valor u* en el sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden de modo que permanezcan dos variables por resolver: (z, \).



10 CESAREO RAIMUNDEZ

En la solucién de las ecuaciones deben utilizarse las condiciones iniciales y

terminales.
. oH
T _ 2 *
>‘ - 8I (:c,u (l‘,)\,f),)\)
) 2 (1)
= Sereany {1
)\(tf) = 0

3. Con los valores éptimos x*, \* volver al paso 1 para obtener los valores
optimos de los controles

u(t) = u™(a*, A", 1)

Debe notarse que las condiciones ahora son iniciales en x(#;) = z; y finales en
A(tr) = 0, esta ultima debido a que la condicién final en z es libre. En casos como
este las condiciones se llaman transversales.

4.4. Ejemplo 1. Sea el problema

mix] = fol(:chu)dt

sujeto a o= l-u
. 2(0) = 1

El hamiltoniano queda

2

H(z,u,\) =z +u+ M1 —u?)

Las condiciones de optimalidad nos proporcionan

OH

— = 1-2 =

70 A\ 0
OH .

—_—— = = —1
ox A

oOH . B 9
o 7 = It

con las condiciones A(1) = 0, #(0) = 1. Para tener un mdximo en u deberemos
cumplir la condicién

E;;TI;I:—Q)\SO:)\@)EO
resolviendo llegamos a
A= 1—t
1 5
S T G RS S
u =
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4.5. Ejemplo 2. Sea el problema

tr
minl = / %(xQ + &% + pPu?)dt
u t
T+1 = u
w(ti) = @
sujeto a z(t;) = &y
a(ty) = 0
aty) = 0

el primer paso a efectuar es el de normalizar a representacion, introduciendo las
variables 1 = x, x5 = &1 con esto el problema se formulard de acuerdo con

ty 1
minl = / — (22 4 22 + p*u?)dt
u b 2
X1 = X2
Ty = —x3+u
sujeto a wo(ty) = %2
xl(tf) = 0
xa(ty) = 0

El hamiltoniano serd
L o 2, 22 2
H(x,)\,u):g(x1+x2+pu)+()\1 A2 )

de la condicién

%—Z[:pQLL‘F)\Q:Oéu*:*%
de la condicién
78_H )\{ ):\1 = —I1
ox Ao = —T9— A+ X\
de la condicién
. r = 2
68_[){:50:{2 ; i2x2+u = Ty = —$2—%

La resolucién del sistema resultante

).\1 = —X1
Ay = —ma— A1+ A
I'l = X2
. A2
i) = —Xo — —&
p2
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nos proporciona

e ;)(Cl763+C4)7&’t/0(262p2+C1+C3+C4)+(—_’7

SHetD [ (242 2t 4y 5 .
e ((c1tea)p?—(categ)ptes) +et (plcatnlecrten)tes)+es)

z1(t) = 2(’)271)
e (o)

e

2t
2t 4y
pler *C3+C4)+e"/pp<26292+q +C3+C4) +e P ((01 +eg)p?— (e +C3)p+64) —et(p(eatnler +02)+03)+C4))

@2 (t)

2p(p2-1)
e t(pjl) (et(2+%> (c1 763+C4)*€”/p(262p2+61+63+04) *6%Hﬁ((ﬁl+02)P2*(02+C3)p+64) +€”P(p(62+p(61+62)+C3)+C4))
A(t) = 2(:21)
o <2e%+t<c1—c3+c4>p2—e%<p+1>(<c1+c2>p27<c2+c3>p+C4)+<p71)<p<cz+p<cl+cz)+C3>+C4>)
A2(t) = 2(21)

Las constantes c1, co, c3, ¢4 se determinan en funcién de las condiciones de contorno.
Para valores tipicos p = 0.5,ty = 2,21(0) = 2,22(0) = —1,z1(¢t5) = 0,22(tf) =0
tendremos la solucién de acuerdo con las graficas que siguen

2
1.5
1
0.5
0.5 i 5 P

FIGURA 6. x1(t) 6ptimo

0.5 1 1.5
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1
-1.2

FIGURA 7. xo(t) 6ptimo
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FIGURA 8. A (t) 6ptimo

FIGURA 9. \y(t) 6ptimo

4.6. Ejemplo 3 - Condiciones de Contorno. Sea el problema de maximizar
la cantidad final del producto y durante una reacciéon quimica en que z — y.
Asumiendo cinética de primer orden para las tasas de variacion en x e y tendremos:

z —a(t)x
y = a(t)r—b(t)y
donde
b(t) = pa(t)

con p, k constantes positivas. El factor de control es a(t) y se desea minimizar
—y(ty). Las condiciones iniciales y finales para el problema son:

t;, = 0

tf = t;’c
x(t;)) = x,
y(ts) = Yo

El hamiltoniano resulta
H = —Xa()z(t) + Xz (a(t)z(t) — b(t)y(t))
siendo que debe determinarse el minimo de
tf

—y(ty) + t Hdt + Ay (tp)a(ty) — M(t)x(ti) + Aa(tp)y(ty) — Aa(t:)y(ti)
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de las condiciones de punto estacionario retiramos
1

8H_ . x A2 — A1 k—1
a7 _[pky( A2 )}

Para obtener un méaximo debe observarse
0’H
Oa?

de las ecuaciones del movimiento se saca que

= —pk(k —1)a" Ay <0

t
Aa(t) = o= el vt

al par que y es positiva por definicién. Para que el control maximize debe observarse
que k > 1. De las condiciones de transversalidad sacamos

—0y(ty) + M(tp)dz(ty) + Xa(ty)oy(ty) =0
sacamos
A (tf) = 0
Ao (tf) = 1
pues las variaciones de 6z (ty) y oy(ts) son independientes. El sistema de ecuaciones
que describe la dinamica es:

1
. . _ 3;1()\2—)\1) k-1
xl - xl( k}pa?g)\Q

1 k
. zi(A2=A1) \FT z1(Qa=M) | P T
x2 - Il ( k}pd?gAg pr k:pCEQ)\Q

1

\ o _ 3;1()\2—)\1) k-1
A= ) (B

k
21 (Ma—A1) ) F1
p)\Q ( kpxada
donde z1 = z, x2 = y. Este sistema de ecuaciones debe resolverse para las condi-
ciones de contorno

Ao

Zl(ti) = Lo
z2(ti) = Yo
Aitg) = 0
Ao(ty) = 1

lo que ya no podra hacerse como en el ejemplo anterior, debido a la imposibilidad de
determinar soluciones en forma cerrada para 1, T2, A1, A2. Buscaremos la solucion
iterativamente siguiendo los pasos:

1. Llamemos

A, = Aa(ti)
Ao, = Aa(ti)
A= Malty)
Ao, = A (tr)
entonces puede escribirse
12)81 12)81
oA L) 6A1, L) 6)a,
1y 6)\11 1; + 6)\2l 2;
) )
oA = L) 6Aq, L) oA
2 a>\11 1T a>\21 2;
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donde A = M — N~ asi por ejemplo, oA, = )\%f =0y dr, = )\éf —1de
donde sacamos A\, =0+ A1, y A3, = Ao, + 1.

o\
. Suponiendo conocidos los coeficientes iy y teniendo los valores de
{1,2},
dA1, y 0A2, se puede resolver el sistema lineal
O\, o, 170
( A1, > _ O\, OXa, < At >
)\12 41 8>\2f 8)\2f )‘2f p
oA\, O, j
OA12 A
[ {1,2}; 15 . . "
. Célculo de ———. Para calcular por ejemplo, se considera A, = C*¢
8)\{1,2}1_ 8)\21 ‘

y dos intentos sucesivos de Ay, después de la integracién de las ecuaciones de
la dinamica, generan sendos valores para )\{172}f cuando podremos calcular
entonces

O\, A,
s, Ak,
o, Ak,
Ao, Ak,

procedimiento andlogo se efecttia para Ay, = C*¢.
. Colocar el procedimiento en un lazo iterativo, hasta que se cumpla una
condicion de proximidad
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5. PROCEDIMIENTO EN MATHEMATICA PARA MANEJAR LAS CONDICIONES
DE CONTORNO

X ={x1,x2};
L={A\1,)2};
cinits = {x1[0]==x10, x2[0]==x20};
cinitsdum = {\1[0]==A1dum, A2[0]==X2dum};
varstot = Join[X, L];
cinitstot = Join|[cinits, cinitsdum]|;
tf = 2;
tmax = tf;
pars = {p — 2.5,k — 1.5,x10 — 1,x20 — 0.01};
For[{i = 0;
A10 = {0.05,0.2}; Aatu = A10;
Af = {A1[tf], A2[tf]}; Moo = {0, 1},
AX = {0.0001,0.0001}},
i < 10,
{
Aldum = Xatu[[1]];
A2dum = Aatu[[2]];
solsmov0 = NDSolve[Join[equs, cinitstot]/.pars, varstot, {t, 0, tmax}|;
Aldum = Aatu[[1]] + AA[[1]];
A2dum = Xatu[[2]];
solsmov1 = NDSolve[Join[equs, cinitstot]/.pars, varstot, {t, 0, tmax}];
Aldum = Aatu[[1]];
A2dum = Aatu[[2]] + AN[[2]];
solsmov2 = NDSolve[Join[equs, cinitstot]/.pars, varstot, {t, 0, tmax}|;
M1 = Evaluate[M/.solsmov1][[1]];
A2 = Evaluate[ M/ .solsmov2][[1]];
M0 = Evaluate[M/.solsmov0][[1]];
Af = Af00 — \f0;
AXM11 = (ML[[1]] — MO[[1]])/AA[[L]];
AMI2 = (A2([1]] — MO[[1]])/AA[[2]];
AM21 = (AL[[2]] — MO[[2]])/AA[[1]];
AM22 = (AM2([2]] — MO[[2]])/AA[2]];
DD = {{AX11, AX12}, {AM21, AA22} ):;
AMi = Inverse[DD].Af;
Aatu = Aatu + AMi}; i++]

Las gréficas que siguen ilustran la solucién para los datos

{p=25,k=152(0)=1,y(0) = 0.01}



COMPLEMENTOS V CALCULO DE VARIACIONES

Ficura 10. z(t) 6ptimo

Ficura 11. y(t) éptimo

0.5 1 1.5 2

FIGURA 13. A\3(t) 6ptimo
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FIGURA 14. u(t) éptimo

6. SOLUCIONES DE TIEMPO MINIMO
Para los problemas de tiempo minimo la solucién se obtiene considerando que
H=1=1=t; 1,

El problema resultante es un problema de ecuaciones diferenciales con condiciones
de contorno

z = flz,u,t) x(t;) fijado como condicién inicial
T
A= — <g—> A xj(ty) especificados paraj =1,...,n;
x
Aj(ty) = 0 ., para j =nj,...,n
of - -
0 = u (m condiciones de optimalidad)
u
()‘Tf) t=t; -1

6.1. Ejemplo. (Problema de Zermelo)
Un barco debe trasladarse entre dos puntos A y B de la costa en una regién de
fuertes corrientes. La magnitud y direccién de las corrientes es conocida como una
funcién vectorial de punto

u = u(z,y)

vo= v(z,y)
La magnitud de la velocidad del barco relativa al agua es V siendo 6 la direccién
en que apunta el barco en relacién al sistema de ejes inercial. El problema que se
propone es el de realizar el transporte de A a B en tiempo minimo.

Solucion

Las ecuaciones del movimiento son
x = Vecosb+u(z,y)
gy = Vsinf+ v(z,y)

el hamiltoniano es:

H(z,y,0, s, \y) = Ag(Vcos +u(z,y)) + Ay (Vsinbd +v(z,y)) + 1
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y las ecuaciones de Euler-Lagrange son

. oOH 8u ov
Ay = —— = — Ay
Y T N
e e TR

aqui, la variable de control es 6 ya que el mdédulo de la velocidad relativa al agua
V es constante. De las condiciones de optimalidad sacamos
OH A
— =0=V(=Agsinf+ X, cosf) = tanf = £
00 (= Y ) Az
Se puede demostrar que al estar minimizando ¢y y H independiente del tiempo, H
debe ser constante y nula. (Ver Apéndice). Resolviendo las ecuaciones

tanf = %
0 = )\;(Vc059+u(x,y))+)\y(Vsin9+v(:c,y))+1
se obtiene
I —cosf
Y V4 u(r,y)cosf 4+ v(x,y)sind
—sinf
Ay

V 4+ u(z,y) cos + v(z,y) sin
substituyendo estas relaciones en una de las ecuaciones de Euler-Lagrange llegamos

a
. ) v | ou Ov Ju
6 = sin?f— +sinfcosh | — — — 0s? f—
ox or 0Oy oy
esta ecuacion resuelta simultaneamente con las ecuaciones del movimiento nos pro-
porcionaran las trayectorias 6ptimas.

7. APENDICE

Supongamos que L y f no dependan explicitamente de ¢. Entonces como H =
L+A\Tf
. oOH O0H OH : OH OH
H = Y — )\T .
R A T A S I v

de donde se concluye
: OH OH
=()\T )+—u—0:>H cte

ox 0
oOH oH
M4+ =—=0, == =0
pues + ox " Ou
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